Chapitre IV
Bases et dimension d’'un espace
vectoriel

Obijectif : Nous allons voir comment fabriquer des systémes de coordonnées pour les vecteurs
d’un espace vectoriel général.

Dans ce chapitre E désigne un K-ev, avec K = R, C ou un corps commutatif quelconque.

| — Familles libres, génératrices, bases

1. Définitions

Définition de famille libre, liée, indépendance linéaire
- Une famille (une collection) F = (vy, v, ..., 1,) de vecteurs d’un K-ev E est dite liée s’il
existe des nombres 14, 4,, ..., 4, € IK non tous nuls tels que

MUs + A0, + -+ 4,1, = 0.
On dit aussi que les vecteurs v;, 75, ..., 7, sont linéairement dépendants.

- Dans le cas contraire, on dit que la famille est libre.
Dire qu’une famille F = (vy, V3, ..., 1y, ) est libre signifie que si 44, A, ..., 4,, € K Vérifient
M7 + 1,05 + -+ 4,0, = 0, alors on a forcément 4, = A, = - = 4, = 0.

Définition de famille génératrice
On dit qu’une famille F de E est génératrice de E si E = Vect(F), i.e. tout vecteur % de E est
combinaison linéaire d’éléments de F.

Définition de base
Une famille F de E est une base de E si et seulement si F est libre et génératrice de E.

2. Bases et coordonnées

Proposition : La famille B = (v{,v5, ..., ;) €st une base de E si et seulement si tout vecteur
v de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des v, € B. Autrement dit :

VU EE, 3! A, A, ..., 4, EK telsque ¥ = 1,05 + 4,0, + -+ + 1,,1,,.
Les nombres A4, 15, ..., 4, € K s’appellent les coordonnées de v dans la base B.

Démonstration :

(€) : B est génératrice par hypothése. B est elle libre ?

Soient 4; € K tels que 4,75 + 4,7, + -+ 4,7, = 0.
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Onaaussi0=0XT; +0 X7, + -4 0 X T,
Par unicité de la décomposition de 0,ona A=2A,=-=1,=0.
B est donc libre, et génératrice de E, c’est donc une base de E.
(=) : Par hypothese, B est une base de E = génératrice de E et libre.
Soit ¥ € E quelconque.
B génératrice = v = 1, v; + A,v, + - + A, ,. Cette combinaison est-elle unique ?
Sionaaussi v = A',v; + A',v; + -+ + A", vy, alors par soustraction
(A = DT+ (A = X'2)V5 + -+ (A = V)T = 0.
Comme B est libre,ona (4, —1';) =0 & 1; = 1’4, et ce jusqu’a n.
On a donc unicité de I’écriture de ¥ comme combinaison linéaire des vecteurs de B.
En résume : B génératrice équivaut a I’existence de la CL, et B libre équivaut a son unicite.
3. Exemples

- La base canonique de K" (R", C"...)

Soiente; = (1,0,0, ...,0), e; = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0, ...,1) des vecteurs de K".
B = (e, ey, ..., €,) est une base de K".

Démonstration : ¥ = (x4, x3, ..., x,,) € K"

Onavuque v = x;e; + xze; + --- + x,e, = B est génératrice de K".
Deplus, ¥ = x'ye; + x',e; + -+ x',e, © U= (x"1,x'5, .., x'y)

S x1=x"1, x3=x"3,.., X, =x",.
Finalement, B est génératrice de IK" et est libre. B est donc une base de K".

Définition : La base B = (e;, e, ..., €,) s’appelle la base canonique de K".

Les coordonnées d’un vecteur ¥ = (x4, x5, ..., X,,) € K™ dans cette base sont simplement les
composantes x; de ¥. Attention, cela ne se produit que dans cette base particuliére.

-Famille libre de R™.

Toute famille libre F de R™ est une base de B = Vect(F).

Par exemple, deux vecteurs non colinéaires de R™ forment une base du plan engendré par ces
deux vecteurs.

2| Cours de M.RUMIN réécrit par J. KULCSAR



- Base d’un plan de R3 défini par une éguation

P={v=(xy2), ax+ by + cz = 0} avecc # 0.

Onav = (x,y,2) EP & z= —%x—%y(:)

= (o -2x29) = 2(10.-9 03 (01.-2).

Les deux vecteurs v; = (1,0, — %) et v, =(0,1,— g) engendrent donc P. Comme ces

vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre et génératrice de P, ¢’est-a-dire
une base de P. Les coordonnées de v = (x,y,z) € P dans cette base sont les réels x et y.

Remargue : On voit sur cet exemple élémentaire qu’une base permet de représenter les
vecteurs de maniére optimale, c’est-a-dire en utilisant le minimum de paramétres. Ici, le
vecteur ¥ = (x,y,z) de P c R3 est déterminé par deux coordonnées indépendantes : x et y, et
non trois. De la méme fagon, un vecteur v = (x4, X5, ..., X100) d’un plan P = Vect(v,, V) C
R190 est déterminé par seulement deux scalaires : ses coordonnées dans la base B = (¥, ¥,),
et pas 100!

-Basede K[ X]={P=ay,+a;X+---+a, X" neN, a; € K}

Par définition, une base de KK[X] est la famille infinie
B=(1XX%..,X"...)

C’est la base canonique de K[X]. Cette famille est infinie mais tout polynéme P de K[X] est
bien une combinaison linéaire finie d’éléments de B.

- Base de K, [X] = polyndémes de degré <n

Une base de K,,[X] est donnée par B = (1,X,X?, ...,X™). C’est la base canonique de K, [X].
Notez bien que cette famille possede n + 1 vecteurs. Un polyndéme de degré < n est
déterminé par n + 1 coefficients.

- Une famille de 3 vecteurs de R3 dépendant d’un paramétre (cf. cours)

4. La notion d’espace de dimension finie

Probleme : Construire des bases dans le cas des espaces vectoriels de dimension finie.

Définition : On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension finie si E admet une famille
génératrice finie.

Exemples : On a vu que K" et K,,[X] sont des espaces vectoriels de dimension finie.
Proposition : IK[X] n’est pas un espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration : Soit F = (Py, Py, ..., B,) une famille finie de K[X].
F peut-elle étre generatrice de K[X] ?
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Soitd = max(deg(Pl), deg(P,), ...,deg (Pn)) : ¢’est un nombre fini.
Alors APy + A,P, + -+ + A4P,; est de degré inférieur ou égal a d.
On remarque que Vect(F) c K,[X] # K[X]. Par exemple, X4*1 ¢ Vect(F).

F n’est donc pas génératrice de K[X].
K[X] est donc un espace de dimension infinie.

5. Propriétés clés

Les propriétés suivantes seront utilisées trés souvent dans les preuves et les exercices.

Propriété 1 : Soit F une famille libre de E. Alors la famille F' = F U {¥} est encore libre si
et seulement si v & Vect(F).

Propriété 2 : Soit F une famille génératrice de E.
Alors F est liée si et seulement si il existe un vecteur o € F tel que F\{¥} = F reste
génératrice. Autrement dit, si et seulement si 3 v € F tel que v € Vect(F\{v}).

Démonstration 1 : Soit F = (vq, V5, ..., ;) une famille libre.

(€) :Si B € Vect(F), D = MUs + ATy + -+ ATy, & LTy 4+ ATy + -+ A —B =0
C’est une combinaison linéaire de F U {¥'} qui vaut 0 et non triviale. Az =-1)
= F U {v} est liée.
(=) : On suppose que F U {v} est liée. On veut montrer que v € Vect(F).
FU{#} liée © 32,14, 4,, ..., A, nON tous nuls tels que AB + 1,75 + A, 05 + -+ + 4,7, = O
*Si A= 0alors:

MU+ A0 + A AUy =0= A=Ay = =1, =0

car F est libre par hypothése. Il y a donc une contradiction car 4, A, 1,, ..., 4,, Sont SUPPOSES
non tous nuls.

*Sid#0,alorsv = -2, —2p, — o =2

- - - v, ce estune CL d’éléments de F.

= v € Vect(F).

Démonstration 2 : Soit F = (v;, V5, ..., ;) une famille génératrice de E.

Si F est liée, alors 3 4, 45, ..., 4,, non tous nuls tels que
MTs + AUy + -+ Ay, = 0,

ce qui implique qu’il existe un iy tel que 4;, # 0.
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ce qui est en fait un élément de Vect(F\{v,,}).
Vi # iy, on a bien sur v, € Vect(F\{7 ]
= Vi, 7, € Vect(F\{w ]

= E = Vect(F) c Vect(F\{v ) c E
= Vect(F\{,}) = E est une famille génératrice.

6. Deux méthodes de construction de bases

Théoreme d’extraction de base

Soit E un K-ev de différent de {6} et F = (vy, vy, ..., 1,) une famille génératrice. (E étant un
espace vectoriel de dimension finie).

Alors on peut extraire de F une sous-famille B = (v, 7,3, ..., 7, ) qui est une base de E.

Démonstration : Algorithme avec la propriété 2 :

* F est-elle libre ?
— Si oui, ¢’est fini.
— Sinon, il existe v, € F tel que ?\{v_lo’} = F' est encore génératrice. On continue avec F'.

* Comme E # {6}, I’algorithme s’arréte sur une famille libre et génératrice de E.

Théoréme de la base incompléte

Soit E un K-ev de dimension finie.

G = (v{,v,, ..., 7,) une famille génératrice de E et F = (uy, Uy, ..., ux) une famille libre.
Alors on peut compléter la famille libre F avec certains vecteurs v,q, 7, ..., 7, de G pour
obtenir une base B = F U (V,0, Vy1, ..., V) -

Démonstration : Soient F = (uy, Uy, ..., u;) une famille libre et G = (v, v,, ..., v,) une
famille génératrice de E. 1l faut compléter F en une base de E. L’algorithme suivant dépend
de la propriété 1 :

* A-t-on v, € Vect(F) ?
—Si oui, on garde F.
—Sinon, on remplace F par F' = F U {v;} — F', libre par la prop. 1 et v; € Vect(F").

+ On recommence pour tous les autres vecteurs de G. A la fin, on a une nouvelle famille libre
F, = F U partie de G avec vy,v5, ..., v, € Vect(F,)

= E =Vect(vy,v5,...,v,) € Vect(F,) Cc E.
Ce qui veut dire que F, est libre et génératrice de E, c’est-a-dire est une base de E.

Exemple : Plan vectoriel. Cf. cours.
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Il — Dimension d’un espace vectoriel

On arrive a la notion la plus importante du cours d’algébre de cette année !
1. Définitions

Théoréeme fondamental : dimension et cardinal des bases
Soit E un espace vectoriel # {6} et engendré par n vecteurs.

Alors toutes les bases de E posseédent le méme nombre d’¢éléments. Ce nombre entier
s’appelle la dimension de E et se note dim E. On a de plus dim E < n dans ce cas.

Par convention, on pose dim{0} = 0.

Exemples :
-Onadim K" = n car la base canonique de K", B = (e;, €3, ..., €, ), a n éléments.

- Les espaces vectoriels de dimension 1 sont les droites vectorielles. Les espaces vectoriels de
dimension 2 sont les plans vectoriels, etc.

Intuitivement, on peut dire que la dimension d’un ev E est le nombre de « parameétres libres »
dont dépend un vecteur de E. Les plans vectoriels sont tous de dimension 2, quel que soit
’espace dans lesquels ils sont plongés : R3, R* ou R1%°,

Lemme clé
Soit E un espace vectoriel engendré par n vecteurs. Alors toute famille libre de E est de
cardinal inférieur ou égal a n.

Démonstration du théoréme a 1’aide du lemme :
Soient B = (e;,€5, ..., €,) et B' = (e'y, €5, ..., &', ) deux bases de E.

On aque B est une famille libre de E, engendré par B’
Lemme clé = n = card(B) < p = card(B").
On a aussi B’ famille libre de E, engendré par B

Lemmeclé=>p <n
= n = p et finalement B et B ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration du lemme : On procéde par récurrence sur n.

Soient G = (ey, ey, ..., e,) une famille génératrice de E et F = (vy, V3, ..., 7,) une famille. On
va montrer que p > n implique que F est liée.

*xCasn=1etp>2

Az

—>Si/11¢0,0nav_2’=/1
1

v; — Les vecteurs sont liés.
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5Sil =07, =0=1x7v; — Lafamilleest liée.

* On suppose 1’énoncé vrai pour n — 1

On regarde le cas E engendré par n vecteurs : E = Vect(ey, €5, ..., €,) avec une famille F =
(U1, Vg, -, Vns1). On considére E' = Vect(e;, ez, ..., €n—1).

Onadonc E = E’ + droite engendrée par e,,.
Comme vy, 75, ...,Un+1 € E,Ona:

v, =U; + Ae,
—_— — _—
(S) avec Up, Uy, ..., Upsq € E.
—_— —_— —
VUpt1 = Ups1 + Angrey

— Si tous les A; sont nuls, alors les n + 1 vecteurs vy, 5, ..., V41 € E' qui est engendré par
n — 1 vecteurs. Comme card(F) > n — 1, la famille est liée par I’hypothese de récurrence
(i.e. toute famille libre de E est de cardinal inférieur ou égal a n — 1).

vi—Uy

w .On

— Sinon, il existe au moins un 4; non nul. On suppose que ¢’est ;. Onaalors e,, =

I’injecte dans les lignes suivantes du systeme (S). On trouve que

( — Ay

—_— — — 2 —
v'2=U2—1—v1=u2—/1—u1€E'
1 1
,—)_ — An+1 —_—_ An+1 —_— E/
Vi1 = Unt1 =5 — V1 = Unpg — 55— u; €
1 1

Les n vecteurs de F' = (17{ Vs, V'n+1) C E’ sont liés par I’hypothese de récurrence, car
card(F)=n>n-—1.

Il existe donc a,, ..., a, 1 NoOn tous nuls tels que :

- - — A — -
0=yt av, =Y av, — (Z?jzll—‘ai) v, avec au moins un a; # 0.
1
La famille F = (v;,v,, ...,V est donc liée.
1, V2 n+1

2. Conséguences importantes

Théoréme

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors :

i) Toute famille libre F de E vérifie card(F) < dimE et card(F) = dim E implique que F
est une base de E.

ii) Toute famille génératrice de E a au moins dim E éléments. Si une famille génératrice de E
a exactement dim E éléments, alors c’est une base de E.

Corollaire utile
Pour vérifier qu’une famille F de E est une base, il faut et il suffit que :
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card(F) = dimE et F soit une famille libre ou génératrice de E.

Démonstration i) : Pour le cas card(F) < dim E, on se sert du lemme vu précédemment.

Dans le cas d’égalité: soit F = (vq, V5, ..., ;) une famille libre a n = dim E éléments dans E.
Probléme : montrer que F est génératrice.

Soit ¥ un vecteur quelconque de E. La famille F U {#} a n + 1 éléments devient liée, vu
qu’on a démontré le cas de I’inégalité. On a donc, par la propriété clé 1, ¥ € Vect(F).

F est donc génératrice (de tout v € E). F étant génératrice de E et libre, ¢’est une base de E.

Démonstration ii) : Soit F une famille génératrice de E.

Cas card(F) = dim E. D’apres le théoréme d’extraction de base, F contient une base de E
avec dim E éléments.

Cas d’égalité : F génératrice avec dim E éléments. D’apres la propriété clé 2, F est libre,
sinon on peut extraire une sous famille qui est une base de E.

Propriété de la croissance de la dimension

Soit E un ev de dim finie et F un sev de E. Alorson a:
)} F de dimension finie et dim F < dimE.

i) SideplusdimF = dimE alors F = E.

Exemple : Dans R3, il n’y a qu’un seul espace de dimension nulle : ¢’est {0}.
- Il'y a une infinité d’espaces de dimension 1 : les droites vectorielles.

- Il'y a une infinité d’espaces de dimension 2 : les plans vectoriels.

-1ln’y a qu’un seul espace de dimension 3 : ¢’est R3 lui-méme.

Démonstration i) :
- Si F = {0}, alors la démonstration est finie.

- Sinon, il existe une famille libre L = (v7,v, ..., v,) de vecteurs de E. On a

automatiquement p < dim E = n. On choisit une famille libre de F de cardinal maximal (<
n). Montrons que L est une base de F.

Soit ¥ € F quelconque. On considere L' = L U {¥}.
Onacard(L") > card(L) = cardinal max des familles libres de F. Donc L' est liée. Comme L
est libre, on a nécessairement v € Vect(L) par la propriété clé 1. L est donc génératrice de F.

Démonstration ii) : Soit B une base de F. Alors B est une famille libre de F avec
card(B) = dimF = dimE.

B est donc une base de E © Vect(B) = E =F.

3. Rang des systémes de vecteurs
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Définition : Soit F = (v4,v,, ..., v,) une famille libre de vecteurs de E. Le rang de F est la
dimension de Vect(F).

Attention de ne pas confondre le rang et le cardinal d’une famille ! Le cardinal est
simplement le nombre d’éléments de la famille (se voit), alors que le rang est une notion plus
abstraite basée sur la dimension.

Proposition :
i) Onatoujours rang(F) < card(F).
ii) Cas d’égalité : on a rang(F) = card(F) si et seulement si F est libre.

Démonstration i) : Vect(F) est engendré par n (= cardinal de F) vecteurs.

On peut extraire de F une base qui est de cardinal dim Vect(F) = rang(F) < card(F).

Démonstration ii) : F est génératrice de Vect(F) avec rang(F) = card(F).

F est donc une base de Vect(F) (et est donc libre) d’aprés un théoréme précédent.
Exemple : E = R3. On considére v; = (1,2,1); v, = (1,4,a); 73 = (—1,0,—2).
On pose F = (v4, v, V3).

Probléme : Donner le rang de F en fonction de a. Dire quand F est une base de R3.
Remargue : On peut déja dire que rang(F) < 3 = card(F).

Soient A, 4,, 15 € R tels que 4,77 + 1,7, + 375 = 0.

[a]+ 2, —25=0 (L1) [Ai]+2,-23=0 (L1)
© 21, +44,=0 (L2) @ (qA]+22;,=0 (L2)—2(L1)
Ay +al; =223 =0 (L3) (a—=1)A;, =43 =0(L3) — (L1)

[A]+2,—23=0 (L1)
S Y [A]+2=0 (L'2)

—ai; =0 (L'3) —(a—1)(L'2)

-Sia # 0, la famille est libre et rg(F) = 3, ce qui implique que F est une base de R3 car
libre et a 3 éléments.

- Sia = 0, la famille F n’est pas libre, on a donc rg(F) < 3.

A3 devient un parametre (inconnue non principale.)

o { Az = _13
2,1 == _2,2 + 2,3 = _2/13

Exemple de solution : A; = —1, A, = 1, A, = 2 c’est a dire 27, + U, — U3 = 0.
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Donc Vect(F) = Vect(vy,v,) = Vect(v,,v3) = Vect(vy,v3).

On utilise le méme systéme avec A; = 0 ce qui donne A, = A, = 0. (vy,v,) est donc libre, et
finalement rg(F) = 2.

111 — Deux illustrations de I’utilité des notions abstraites d’espace
vectoriel, de base et de dimension

1. Le probléme d’interpolation de Lagrange

On se donne n points du plan (x4, 1), (x2,¥5), ..., (X,, V) avec les x; tous distincts. On
cherche une fonction f aussi simple et réguliére que possible dont le graphe passe par ces
points, c’est-a-dire telle que

Y2+ fOx) =y, f(2) =Yoo, f(Xn) =

Yn—+
Vi+

On cherche une fonction interpolatrice sous la forme d’un polynéme P de plus bas degré
possible.

Analyse : Le probléme est linéaire par rapport a P et y;, yy, <., Y-
P(x1) =y Q(xy) =y'1
et et €eR

Q(xn) = yln

AP+ Q)(x1) = Ay; + ¥4

Siona {
P(xn) =Yn

Alors {
(AP + Q)(xn) = Ayp + yln
On regarde y = (vq, ¥,, ..., V) COMme un vecteur de R™. Prenons la base canonique de R™ :
e, = (1,0,0,...,0)
{ pour avoir y = y,e; + y,e, + - + ypen.
e, = (0,0,...,0,1)

Il suffit de trouver des polynémes L,, L,, ..., L, tels que :

L, soitassociéeay=e; oy, =1, y, ==y, =0,
L, soitassociéeay=e, ©y, =1, y;, = =y,=0, ...,
L, soitassociéeay =e, ©y, =1, y; = Yy =+ yp,_, = 0.
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Syntheése : On pose

A

L(x) = (x=x2).(x=%n) _ n (x—xi)

T (eg=x2) (=) 2 (g —xp)

(
{ Ly(x) = S

Ly

l 1|l¢2 (xz—x;)

T ba l (e=x1)
n—-1_\X—=Xi)
Ln(x) l_[L 1 (x —x: )

On a une solution du probleme général en posant
P =y L1+ YL + -+ yuly

Définition : On appelle le polynbme P = y,L; + y,L, + -+ + y,,L,, le polynéme
interpolateur de Lagrange. On a
P(xy) = y4, ..., P(x,) = y,,. De plus le degré de P est inférieuran - 1.

Théoréme 1 : Le polyndme de Lagrange est 1’unique polynéme de degré inférieur ou égal a
n — 1tel que P(x;) = yq, ..., P(x) = yp.

Soit E,,_; I’espace des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égalan — 1 :
E,1={P, Px)=ag+a;x+-+a,_1x" % ay, a;, a,_, €R}.
Théoréme 2 : OnadimE,_; = net B, = (L, Ly, ..., L) forme une base de E,,_;.

Démonstration du TH1 en utilisant le TH2 :

Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1 tel que P(x;) = vy, ..., P(xp,) = y,. Il
faut montrer que P est le polyndme de Lagrange.

D’aprés le TH2, P s’écrit P = ALy + AL, + -+ A, L.

On doit donc avoir P(x;) = ALy (x1) + A3L,(x1) + =+ + A, L, (x1).
Or,Li(x;) =1letLy(x;) =+ =L,(xy) =0donc P(x;) =4, = y;

On procéde de la méme manieére jusqu’an. P(x,) = 4, = V.

Donc P = P(x;)L, + P(x3)Ly + -+ P(x,)L, = y1Ly + y,L, + -+ + v, Ly,.
C’est en effet le polyndme de Lagrange.

Démonstration du TH2 :

- E,_; est un espace vectoriel engendré par les n fonctions monémes définies comme :

Pyix 1, Pixo x,.., Pp_jix o x™ 1

Donc E,_; = Vect(Py, Py, ..., Pp—1) = dim P,,_; < n avec égalité si (Py, Py, ..., P,_1) €st
libre.

11| Cours de M.RUMIN réécrit par J.KULCSAR



Soient Ay, A4, ..., 4,1 tels que AgPy + A, P; + -+ + A,,_1 P,,_; = fonction nulle.

Alors,Vx E R, Ag + Ly x + -+ A,_x"1=0

= f(0) =2 =0; f'(0) =2, =0; f"(0) =24, = 0; fF™D(0) = (n = 1)! 4, = 0
Ce qui montre que 1, = A4, = -- = 4,,_; = 0 et que la famille est libre.

Onadonc dimE,_; = n.

- Reste a voir que B, = (L4, Ly, ..., Ly,) forme une base de P,_;.

Comme card(B,) = n = dim E,,_,. |l suffit de vérifier que B, est libre.

SiALy + AL, + -+ AL, = 0,alorsen x = x;, on obtient A; = 0,enx,, 4, =0 ..., en x,,
A, = 0. Ceci montre que B, est une famille libre.

B, est donc une base de E,,_;.

2. Etude des suites (u,,)...y € C satisfaisant une relation de récurrence linéaire du type
Uu,.» = au,., + bu, (avec a,b € R).

On se donne ug, u; pour trouver u,, us, ...

On pose E = l'espace des suites solutions. E est un sous espace vectoriel de I’ensemble des
suites. En effet, si (u,)nen € E, (Wn)nen € E, et A € C, alors (Au, + v,) = (w,) €E.
Vérifions. On a pour tout n € N,

Wpyo = AUpyp + Uy = A(aun+1 + bun) + (avn+1 + bvn) = aWpyq + bwy,.

Unexemplecélebre:a=b=1 = u,,, = Uy, +uyavecu; =uy = 1.

Il s’agit de la suite de Fibonacci (vers 1200).

Probléme : On veut les formules explicites = déterminer la croissance pour n grand.
Idée : On cherche des suites solution sous la forme u,, = r™ avec r € C.

u, = r™ solution si et seulement si u,,, = alpyq + bu, © "2 = ar™*1 + prn,

Sir # 0,ona u, = r*solution si et seulement si 72 = ar + b. 1l s’agit de ’équation
caractéristique.

On cherche les solutions de 72 — ar — b = 0. On calcule le discriminant : 4 = a? + 4b.

a—/4 a+Ja
> et rz - >

- Si 4 # 0, 0n adeux racines complexes: r, =

-Si 4 = 0, onaune racine double : r = % On montre que u,, = nr™ est aussi solution (& faire
en exo).
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Théoreme
-Si 4 # 0, les deux suites (r;™) et (r,™) forment une base de E. Toute suite solution (w;,)
s’écrira sous la forme w,, = A, + A,1,™ avec 14,1, € C fixes et vérifiant les conditions

1 Up — T2Up
1=
{ 11+A2:u0 o T'1—T'2
/11 T‘1+/12 T, =Uq 1 _T'luo_ul
;3 = ——

rn—n

- Si A = 0, on aune racine double, et les suites (r™) et (nr™) forment une base de E.

Démonstration : Soit (u,),en Une solution quelconque. On cherche 1,4, 4, € C tels que pour
toutn € N,onaitu, = A, + A,

/11+/12=u0

Conditions nécessaires : {
117‘1-{-127”2 =u1

déterminent 1, et A,.

Conditions suffisantes : On considere la suite w,, = u,, — A4;1y™. (Wp,)nen €St une solution (car
E est n espace vectoriel, il est donc stable par la loi +) avec wy, = 0 et w; = 0.

vn € N,wy,, = aw, 1 + bw, = w, = 0 pour tout n € N par récurrence immédiate.
=>Vn € N,u, =A™+ 1,1, avec 4, et A, déterminés.
La preuve pour le cas 4 = 0 est semblable ; laissée en exercice.

Exemple de la suite de Fibonacci : u,42 = U1 + Uy avecuy = uy =1

r?2—r—-1=0 = ry= 1+2\/—
M+l =1
. . V5 NG 1 2
On doit donc avoir u,, = A, (= + A avec
Un 1(2 ) 2(2 ) (1+\/—)+/12(_)_1
1+V5 1-v5\" -
On trouve u,, = ﬁ( > ) E(T) (c’est un entier !)
V5 = 2,2 donc 1+‘F>1 et —1<—\/—<O
n+1l
(i) —— 0 tres vite en oscillant autour 0.
2 n—+oo
14+VE n+1
Pour n assez grand, u,, est I’entier le plus proche de 75( > ) .

On peut donner la croissance de la suite de Fibonacci. On a:
Unt1 V5 . 1618 = g.

Un n-o+oo 2

— Ce nombre, connu depuis 1’ Antiquité, s’appelle le « nombre d’or ». Elle représentait alors
une « proportion parfaite » (voir Wikipédia pour plus d’information).
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IV — Supplémentaire, somme directe

1. Définitions
On s’intéresse a la somme F + G de deux sous espaces vectoriels de E.
F+G={v=X+y;X€F, y€G}

Définitions de somme directe et de supplémentaire
1) On dit que deux sous espaces vectoriels F et G de E sont en somme directe si tout vecteur
¥ € E s‘écrit de maniére unique sous la forme

vV=X+y avec X e Fet y €QG.
2) Dans ce cas, on dit que G est un supplémentaire de F dans E. Onlenote E = F @ G.

Premier exemple dans R?:

-
1% - -

lele_l)ﬂ 5’)2126_2)! U:-’_C)-I_y

F et G deux droites vectorielles de R? avec F n G = {0}.
Ona:R*=F®G.

Proposition : OnaE=F @G e (- | &
roposition : OnaE =F @ (:){FnGz{ﬁ}'

Démonstration :
(=):0nsuppose E=F P G=>E=F+G.S0itv e FNG.

B =DB(€F)+0(€G)=0(€F)+B(€EG).SIE=F® G, ladécomposition est unique ce
qui implique que # = 0. Donc F N G = {0}.

(€): Onsupposeque E = F + G et F NG ={0}.Soit € E.

Alors il existe forcément X € F, y € G tels que ¥ = X + y. Avons-nous 1’unicité de la
décomposition ?

Soient X €F, y €Gtelsque =3+y=x+y o X-x =y —jeFnG={0}

> _ 7 > __ 7
>x=x et y=y.

2. Constructions et critéres

Théoreme d’existence de supplémentaire
Tout sous espace vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension finie posséde au moins un
supplémentaire dans E.

14 | Cours de M.RUMIN réécrit par J. KULCSAR



Démonstration :

Soient By = (f;,f,, -, f, ) une base de F, By = (&7, &;, ..., €, ) une base de E.

B est une famille libre, By est une famille génératrice de E. D’aprés le théoréme de la base
incompléte, il existe C = (e,{, ez, ..., ex ) C Bg telle que B U C = B'g soit une base de E.

Onpose G = Vect(C).Onmontreque E = F @ G.

- Soit ¥ € E quelcongue. Comme B’ est une base de E, on a

R=Mf1+Af5 + -+ /’lpE + e + Uz€z, o) Ui €ri, AVEC :

Mfi + Aafy + -+ Apf, € F = Vect(Bp) et uyey + a8, + -+ + ey, € G = Vect(C)
>E=F+4G.

-S0ity € FNG. Alors § = Ayfy + Aofy + -+ Apfy = w1y + oz + - + .

Ontrouve A, fy + Aofo + -+ Apfp — 1@ — a7 — * — Uy = 0
= A =+ =2, = == p, = 0car B'g est libre puisque c’est une base de E.

Remargue importante sur la preuve

Cette démonstration montre comment fabriquer des supplémentaires : en complétant une base
de F aI’aide d’une base de E. En particulier, tout sev F de R™ possede un supplémentaire G
particulierement simple : engendrés par certains vecteurs de la base canonique de R", i.e. du
type G = Vect(e;y, €2, - €ix)-

Par exemple, tout plan P de R® posséde comme supplémentaire un des trois axes de 1’espace.
On peut prendre I’axe Oz = Vect(e3) Sl e3 & P, ’axe Ox = Vect(e,) Si e; & P, ou I’axe

Oy = Vect(e,) si e, & P. Bien sir, le plan ne peut contenir ces trois vecteurs non coplanaires
a la fois !

Théoréme : critére de somme directe
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous espaces vectoriels de E. Alors

FnG ={0}

E=F€BG(:){
dimF +dim G = dimE

Lemme : Soient F et G deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension
finie. Soient Brune base de F, B; une base de G. Alorson a:

)] E =F + G © Bp U B; est géneratrice de E,

i)  FnG={0}o BpuUB; estlibre.
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Démonstration du théoréme a ’aide du lemme : Caractérisationde E = F @ G.

def —>
OnaE=F@®GSE=F+GetFnG ={0}
& Br UB( base de E

{ dimE =dimF + dim G
Br U B; libre ou génératrice

dimE =dimF +dim G
(:){ FnG = {0}

Démonstration du lemme :

- 1¥ point a faire en exercice.

- On suppose F N G = {0}. On veut montrer que By U B est libre.
ona:Br=(fi,farfy )€t Bs= (91,92, 9q)

= Mfi + Aafa + o+ Apfy + 4 Gs + UG5 + o+ G = 0
@11]71+12]72>+---+Ap]—“;= —U1G1 — U202z ——HqJq =VEFNG = {6}.

Mfi + Aafy + 4+ Apfy =0

o$=0= . - o
H1g1 t U2Gz + -+ UgGq = 0

>4 ==A=w =-=pu, =0 carBgetBg; sontlibres.

Inversement : Si on suppose que By U B¢ est libre, on montre que F N G = {6}

SiB € F NG alorson ’écrit 3= A fy + Aofy + - + ’119]72; =~ g1 — U202 — " — HqTq
=A== = ==y =0car Bp U B est libre.
Exemples :

- Dans R : une droite D et un plan P sont en somme directe ssi P N D = {0}.
- Dans R* : deux plans P, et P, sont en somme directe ssi P, N P, = {0}.
Par exemple, si on note ¥ = (x,y,z,t) € R,
P, =Vect(ej,e;) ={z=t =0} et P, =Vect(es,e,) ={x =y =0}
sont supplémentaires dans R*.

3. La formule de Grassmann

Pour conclure, on peut calculer la dimension d’une somme générale.
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Théoreme de Grassmann :
Soient F et G deux sous espaces vectoriels de E de dimension finie. Alorson a:

dim(F + ¢) = dim F + dim ¢ — dim(F N G)
lllustration : Si dim F + dim G > dim E alors F n G # {0}
En effet, dim(F N G) = dimF + dim G — dim(F + G) > dimF +dimG —dimE > 0.

Exemples :
- Deux plans vectoriels de R® se coupent toujours au moins suivant une droite : facile ©

- Deux sous-espaces de dimension 3 dans R* contiennent au moins un plan : moins facile a
Voir ®, mais c’est vrai !

Démonstration géométrique :

Soit V un supplémentaire de F N G dans G
F —
FnG eG=FnG)®V.
Onmontreque F+G=F @ V.

Vv
-Soiti € F+G.Alorsii=f+gavecf e Fet§ €G.

Comme G = (F N G) @V, on peut décomposer g = F+5 avecFanGetﬁeV

—

D’ou ﬁ=f+f7+ﬁ=f”+ﬁ avec f_")EF
SF+G=F+V

-Soit vEFNV.Alorsv e FNG carV c G.
=>v=0carVe(FnG)nv ={0}.

OnadoncF+G=F&V

= dim(F + G) =dimF + dimV et dimG = dim(F N G) + dimV

= dim(F + G) = dimF + dim G — dim(F N G).
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